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Gewone orthogonale schema'1 s 
Een experiment zij zodanig, dat men het te vinden experimentele resultaat 
hoopt uit te kunnen drukken in een schema van m n getallen, dat bestaat uit 
m rijen en n kolommen. Elk getal uit het schema wordt opgevat als een steek-
proef uit een normale kansverdeling, met constante (maar niet tevoren bekende) 
variantie ex2. Verder neemt men aan, dat het schema \L van verwachtingswaarden 
op de m » plaatsen de som is van een gemiddeld niveau ]L, een effect JJLA - jï van 
een invloed A, die binnen elke rij constant is, en een effect jxB - y. van een invloed 
B, die binnen elke kolom constant is : 
(i. = "jï + ([AA - ]D + (fiB - "ïD-
(f! is het schema dat uit y. ontstaat door elk getal te vervangen door het ge-
middelde van alle getallen, [xA is het schema dat uit \i ontstaat door elk getal te 
vervangen door het gemiddelde in zijn rij, [iB is het schema dat uit (j. ontstaat 
door elk getal te vervangen door het gemiddelde in zijn kolom.) 
V-
Bij een experiment, dat goed gelukt, verkrijgt men een schema (genaamd x) 
van m n getallen. 
Goede schattingen over niveau en effecten zijn dan: 
terwijl xT, in de vectorvergelijking: 
X = x + (xA - x) + (xB - x) + XT, 
onverwarde (not confounded) informatie over er2 kan geven: xT2/ (mn - m - n 
+ 1) is een zuivere schatting over ff2, terwijl :T2/ff2 de kansverdeling heeft van 
•£' bij {mn - m - n + 1) vrijheidsgraden of dimensies. De hypothese y-A-]x, = 0 
kan getoetst worden met de F-toets door het getal 
( x A - x ) 2 / ( m - l ) 
xT
z
 / (mn-m-n-\-\) 
te beschouwen, dat onder deze nulhypothese een steekproef uit de F - kans-
verdeling is bij (m-1) en (mn-m-n + 1) dimensies. 
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Open plaatsen (missing plots). 
Wij beschouwen thans het geval dat het experiment op enige (weinige) plaat-
sen (die we voortaan de open plaatsen zullen noemen) geen getal geleverd heeft. 
Wij spreken af dat een schema van getallen, waarbij geen getallen aan de „open 
plaatsen" zijn toegevoegd, door een hoofdletter zal worden weergegeven. Een 
schema van mn getallen wordt door een kleine letter voorgesteld. Laat men in 
zo'n schema de getallen op de open plaatsen weg, dan zal het resultaat met de-
zelfde letter maar als hoofdletter genoteerd worden weergegeven. 
We noemen het gevonden experimentele resultaat X. Het schema dat hieruit 
ontstaat door getallen nul op de open plaatsen in te vullen, noemen we x. Een 
schema, dat getallen nul heeft op de gevulde plaatsen, en voorlopig willekeurige 
getallen op de open plaatsen, zij y. Indien er r open plaatsen zijn, dan is y een 
willekeurige vector in een r-dimensionale ruimte (vergelijk het voorbeeld, waar-
in r = 3). 
Wij beweren nu, dat bij het gegeven experimentele resultaat X (of x, wat het-
zelfde betekent) de beste schatting u voor u, gegeven wordt door die keuze van 
y en u, waarvoor het vectorkwadraat 
(x + y - u)2 (1) 
minimaal is, onder de nevenvoorwaarde van additiviteit : 
u = ü + (uA - ü) + (uB - ü). 
Immers: heeft men een willekeurige keuze voor u gedaan, dan zal (1) zo 
klein mogelijk zijn, indien men op de open plaatsen voor y juist de getallen uit 
het schema u kiest. De bijdrage in (1) van de met y gevulde plaatsen (die steeds 
niet-negatief is) is dan nul, en telt dus niet mee. (1) met y en u variabel (variabel 
binnen het kader aan deze variabelen toegestaan) heeft hetzelfde minimum als 
(1) minus de bijdragen van de met y gevulde plaatsen. Dit laatste minimum 
levert die schatting U voor M, waarbij de waarschijnlijkheidsdichtheid ter plaat-
se X zo groot mogelijk is („maximum likelihood estimate"; „kleinste kwadra-
ten"). 
De optimale keuze voor u in (1) is, indien y bekend is, en z = x + y, gelijk 
aan (vergelijk de eerste paragraaf): 
u = z + (zA - z) + (zB - z). 
De vector x + y - u = z - u = ( z - z A - z B + z) is bij variabele y zo klein 
mogelijk, indien de vector z - u op de open plaatsen nullen levert (zoals wij reeds 
zagen). Is eT een vector, die het getal 1 heeft op een bepaalde open plaats, en 
elders nullen, dan moet dus gelden (inwendig product): 
eT (z - zA - zB -f z) == 0, en, omdat z = x + y, : 
ÊT (y - yA - yB + y) = - eT (x - xA - xB + x) 
eT (y - yA - yB + y) = eT (xA + xB - x) (2) 
Bij r open plaatsen vindt men zo r vergelijkingen (T = 1,. . r) in de onbekende 
getallen van het schema y. De oplossingen hiervan worden in de open plaatsen 
ingevuld. 
(2) uitgeschreven voor de open plaats jk levert (vergelijk [1]): 
yjk - - Evy* S>*,i ~\ 22y„ = - Ex> + - E*,* SI.r (J (2') 
n m mn n m mn 
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(Sommaties over t en/of s), ook in de volgende vergelijkingen.) 
Bij vermenigvuldiging met mn levert dit : 
(m -1) (n - \)yjk -(m-\) Y>yjs - (n -1) 2j>(* + S 2 v* = 
ST^k t ^ j t5*j s ^ k 
m Sx,i + « 2x<* - SSx(J (2") 
N.B. Indien de open plekken alleen in dey-de rij voorkomen, dan worden 
deze vergelijkingen: 
(m - 1) (n - \)y-jk - (m -1) S ^ = m Exy, + « 2x r t - 2Sxfa (3) 
Indien er alleen een open plek is op de plaats yfc, dan is 
(m -1) (« - 1)J/A = w Sxjv + n Xxn - S 2 x a . (4) 
Bij het schema z, dat ontstaat door de gevonden getallen y op de open plaat-
sen in te vullen, kunnen z, zA en zB gevonden worden, met behulp waarvan 
(z - u)2 = (z - zA - zB + z)2 = z* - zA2 - zB2 + z2 berekend kan worden. 
(z-u)2 is behalve het kwadraat van delengte van de component in de toevals-
ruimte van z ook het minimum van (1), dat de „maximum likelihood estimate" 
U voor M bij het resultaat X levert. Anders gezegd : De vector U, die ligt in de 
(m + n -1 )-dimensionale ruimte C opgespannen door de ruimten van de A-
en de B- effecten, is zodanig dat de restvector X - U een minimale lengte heeft ; 
m.a.w. : U is de loodrechte projectie van X op C. Bovendien is (z-u) 2 het kwa-
draatvan de lengte van de component XT = X - U van X in de loodrecht op C 
staande toevalsruimte van dimensie mn-r-m-n + 1 • Hieruit volgt de (onver-
dachte) schatting over a2: XT2/(mn-m-« + l - r ) . 
Omdat de ruimten der zuivere hoofdeffecten A* en B* bij een schema met 
„open plaatsen" niet onderling loodrecht zijn, verloopt de toetsing, b.v. van de 
nulhypothese: „invloed A heeft geen effect", anders dan gewoonlijk. 
Onder deze hypothese geldt voor de verwachtings-vector M : M = MB. (Als 
steeds stelt de index (B) de loodrechte projectie voor, die verkregen wordt door 
elk getal van het schema te vervangen door het gemiddelde in zijn klasse volgens 
klasse-indeling B). Onder de genoemde hypothese wordt een tweede zuivere 
schatting over o2 gegeven door : 
(m - 1) S(a2) = (U - UB)2 = U2 - UB2 = (X2 - XT2) - XB2 = 
X2 - (z2 - zA2 - zB2 + z2) - XB2. 
Hierin is XB een vector die uit X ontstaat door in elke kolom de getallen door 
het gemiddelde in die kolom te vervangen. Noemen wij de som der ns getallen 
in de s-de kolom: Bs, dan is XB2 = S 
" • ( $ - * ( $ 
Het toetsen van het effect van invloed A geschiedt nu door in de F-tabel te 
vergelijken het getal (dimensies m-\, mn-n-n-\-\-r): 
F = ( X 2 - [ z 2 - z A 2 - z B 2 + ? ] - X B 2 ) / m - l 
(z2 - zA2 - zB2 + z2) I mn -r-m-n + 1 
In plaats van deze werkwijze gaat men in de practijk vaak als volgt te werk: 
Men gaat uit van het schema z, waarin op de open plaatsen op de boven aan-
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gegeven wijze getallen (y) ingevuld zijn. Men vult nu in plaats van de teller in 
(5) het volgende getal in: (zA2 - z2)/(m - 1). Deze werkwijze, die op een analogie 
redenering berust en exact fout is, kan soms een voldoend goede benadering 
zijn. Ten einde de aard van het verschil te onderzoeken berekenen we het ver-
schil van de twee genoemde tellers [een factor (rn -1) weglatend]. Dit verschil is : 
zA
2
 - z
2
 - [X2 - (z2-zA 2-zB 2 + ? ) - XB2] = z2 - zB2 - X2 + XB2 = 
(z - zB)2 - (X - XJ2 . 
De som van kwadraten die door het eerste vectorkwadraat wordt voorgesteld 
kan gesplitst worden in een deel dat de bijdrage der niet-open plaatsen is, en in 
de bijdrage der open plaatsen. Beide delen zijn niet-negatief. Het eerste deel kan 
worden voorgesteld door (X - X*B)2. Hierin is X»B het schema, dat uit X ontstaat 
door de getallen in een kolom van X te vervangen door het gemiddelde van de 
getallen in de overeenkomstige kolom van z; het is ook het schema, dat uitzB 
ontstaat door de getallen op de open plaatsen weg te laten. 
Zowel de vector XB als de vector X*B liggen in de ruimte der hoofdeffecten B. 
XB is echter de loodrechte projectie van X op deze ruimte, en dus is 
(z - zB)2 - (X - XB)2 > (X - X,B)2 - (X - XB)2 > 0 
Bij de foutieve werkwijze is de teller in (5), dus ook het voor F gevonden getal, 
niet kleiner dan bij de goede werkwijze. Dit heeft tengevolge dat, bij gegeven 
onbetrouwbaarheidsdrempel, indien de goede werkwijze tot de conclusie „de 
nul-hypothese wordt verworpen" leidt, de foutieve werkwijze zeker ook tot deze 
conclusie zal leiden. Leidt de foutieve werkwijze tot verwerpen, dan behoeft 
de goede werkwijze dit nog niet te doen (zie het voorbeeld). Leidt de foutieve 
werkwijze niet tot verwerpen, dan de goede werkwijze zeker niet. 
Voorbeeld ter illustratie. 
460 
J21 
y3i 
b2 
518 
363 
349 
b3 
524 
^23 
356 
b4 
498 
377 
355 
m 3, n = 4. 
Vergelijkingen voor het invullen der open plaatsen: 
Plaats 21 : 6yn - 2y23 - 3y31 = 3(363 + 377) + 4(460) - 3800 
Plaats 23 : 6yw - 2y21 + y31 = 3(363 + 377) + 4(524 + 356) - 3800 
Plaats 31 : 6y3l - 3y2l + y23 = 3(349 + 356 + 355) + 4(460) - 3800 
6^ 21 - 2y23 - 3y31 = 260 
- 2 j 2 1 + 6j2 3 + y31 = 1940 
-3^2i + y 23 + 6ysi = 1220 
y21 = 320, y23 = 380, y31 = 300. 
Ingevuld : 
460 518 524 498 
320 363 380 377 
300 349 356 355 
1080 
460 + 620 
1230 1260 1230 
880 + 380 
2000 
1440 = 740 
1360 = 1060 
700 
300 
4800 
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Men vindt: 
/400\ /500\ /100\ 
/-40 10 20 10\ 
/0 8 4 -12\ 
z - zA - zB + z = 0 - 7 0 7 
\0 -1 -4 5^  
XT2 = z2 - zA2 - zB2 + z2 = (z - zA - zB + z)2 = 364 
X2 = 1650964 
v „ 20002 7402 , 10602 , . , „ „ XA2 = - ^ - + — + —^- = 1648333 
Toetsing van de nulhypothese MB» = MB - M = 0 op de goede wijze levert 
een steekproef van F bij 3 en 3 dimensies: 
_ ( X 2 - X T 2 - X A V 3 2267 
F =
 X773 = 164 = 6 '23-
Hadden wij dezelfde hypothese formeel getoetst aan het opgevulde schema, 
dan zouden wij een „steekproef van F " eveneens bij 3 en 3 dimensies verkregen 
hebben: F= {^^ß- = ^ ° _
 = 20,4 terwijl P (F > 9,28/3;3) = 0,05. XT2/3 364 
Goed toetsen leidt hier niet tot verwerpen der nul-hypothese, foutief toetsen 
wel. 
Wij vermelden nog de verdeling der dimensies voor dit geval : 
niveau 1 
A-effect (zuiver) 2 
B-effect (zuiver) 3 
toeval 3 
aantal gevulde plaatsen 9 
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SUMMARY 
A well-kiiownmissing-plot technique for two-way classifications is considered. 
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